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Préface

J'ai e�ectué un stage à l'Université Blaise Pascal du 9 mai 2016 au 19 juin 2016 pour
travailler sur une une introduction à la théorie de Soergel. Après quelques rappels sur les
systèmes de Coxeter, l'objectif du stage était de construire l'algèbre de Hecke d'un système
de Coxeter (W,S) ainsi que les polynômes de Kazhdan-Lusztig puis les relier à une certaine
catégorie avec un morphisme d'anneau.

Je remercie l'Université Blaise Pascal de m'avoir accueilli pour ce stage et plus particulière-
ment M. Simon Riche, Chargé de Recherche CNRS, d'avoir accepté d'être mon tuteur pour ce
stage. Il a su m'aider et m'a laissé le choix dans l'accompagnement et l'organisation du stage.
Il m'a fait découvrir toute une théorie que j'ai été curieux d'apprendre même si je n'ai pu que
l'e�eurer. En e�et le niveau requis et la durée du stage ne me permettaient pas de voir toutes
les facettes de cette théorie. Toutefois cela a con�rmé mon envie de poursuivre dans ce domaine
et je ne manquerai pas de continuer cette théorie dans les prochaines années.
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Introduction

Nous allons d'abord énoncer quelques rappels sur les systèmes de Coxeter. Puis nous prou-
verons des lemmes et introduirons l'objet R qui vont nous permettre de dé�nir l'algèbre de
Hecke d'un système de Coxeter ainsi que la base de Kazhdan-Lusztig. Après avoir dé�nit la no-
tation < R > nous prouverons le théorème fondamentale de Soergel pour les groupes diédraux
et en�n nous le prouverons pour tout système de Coxeter.

Théorème. Soit V une représentation ré�exion vecteur �dèle du système de Coxeter (W,S)
sur un corps in�ni. Soit H l'algèbre de Hecke et R l'anneau des fonctions polynomiales sur V .
Il existe un unique morphisme d'anneau

ε : H → < R >

tel que ε(v) =< R[1] > et ε(Ts + 1) =< R⊗Rs R > pour tout s ∈ S.

1 Systèmes de Coxeter

Nous avons besoin de plusieurs rappels sur les systèmes de Coxeter a�n de dé�nir l'algèbre
de Hecke, mais aussi a�n de traiter le cas des groupes diédraux.

Dé�nition 1.1. On note ∆s,s′ le mot ss′ss′ . . . .ss′, ordre(ss′) fois quand il existe. Un système

de Coxeter est la donnée d'un couple (W,S) où W est un groupe, S une partie génératrice
de W constituée d'involution et tel que ∆s,s′ = ∆s′,s. Ces relations sont appelées relations de
tresses.
Tout élément x de W s'écrit comme produit d'un nombre �ni d'élément de S donc est l'image
dans W d'un mot du monoïde libre S∗ engendré par S.

Dé�nition 1.2. On note ` la fonction longueur sur W .

Dé�nition 1.3. On appelle s1 . . . .sk décomposition réduite d'un élément w ∈ W si w =
s1 . . . .sk et si k = `(w).

Notations :
On écrit T = {u ∈ W | ∃v ∈ W, vuv−1 ∈ S}.
On note ŝi lorsqu'on veux dire que cet élément n'est pas dans la décomposition, c'est-à-dire :
s1 . . . .si−1si+1 . . . .sn = s1 . . . .ŝi . . . .sn.
On note aussi ws = wsw−1.

On considère maintenant (W,S) un système de Coxeter.

Proposition 1.1. Pour tout w ∈ W et tout s ∈ S, on a `(sw) 6= `(w) et `(ws) 6= `(w).

Démonstration. Soit l'application qui pour tout s ∈ S associe −1. Elle se prolonge en un
morphisme qui pour tout x ∈ W associe (−1)`(w).Soit w ∈ W et s ∈ S. On a alors (−1)`(ws) =
−(−1)`(w). D'où `(ws) 6= `(w).

Nous allons avoir besoin de ce lemme la preuve peux se trouver dans [JM].

Lemme 1.2. Soit (W,S) un système de Coxeter et soit N l'application suivante :

N :

{
S∗ → P(T )

s1 . . . .sk 7→ {u ∈ T | u apparait un nombre impair de fois dans {sk, sksk−1, . . . .,
sk....s2 s1}}

Alors N(s1 . . . .sk) ne dépend que de l'image w de s1 . . . .sk dans W et est noté N(w). De
plus il a `(w) éléments.
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Proposition 1.3. Soit w ∈ W , si s1 . . . .sk est une décomposition réduite de w alors N(w) =
{sk, sksk−1, . . . .,

sk....s2 s1}

Démonstration. Par dé�nition de N , il est clair que N(w) ⊂ {sk, sksk−1, . . . .,
sk....s2 s1}. On

obtient l'égalité par l'égalité des cardinaux.

Théorème 1.4. Soit S un ensemble d'involution engendrant W . Les propriétés suivantes sont
équivalentes :
i) (W,S) est un système de Coxeter.
ii) (condition d'échange) Si s1 . . . .sk est une décomposition de W et s ∈ S est tel que `(ws) ≤
`(w) alors il existe i tel que ws = s1 . . . .ŝi . . . .sk.

De plus sous ces conditions on a :
iii) (Lemme de Matsumoto) deux décompositions réduites d'un même mot sont équivalentes par
relations de tresses, c'est-à-dire :
Pour tout f : S → M , M un monoïde, que l'on étend en une application f de S∗ dans M ,
telle que f(∆s,s′) = f(∆s′,s) quand ∆s,s′ existe, est constante sur l'ensemble des décompositions
réduites d'un élément donné de W .

Démonstration.
On commence par i) implique ii).
Si `(ws) ≤ `(w) alors on a forcément `(ws) < `(w). Ainsi en accolant s à une décomposition
réduite de ws on obtient une décomposition réduite de w qui �nit par s. D'où par la proposition
1.3 on a s ∈ N(w) et par le lemme on obtient qu'il existe i tel que s = sk . . . .si . . . .sk. D'où
ws = s1 . . . .ŝi . . . .sk.

On montre maintenant ii) implique iii). Soit f : S∗ → M tel que f(∆s,s′) = f(∆s′,s) (c'est
un morphisme de monoïde). On montre par récurrence sur `(w) que deux décomposition ré-
duite de w ont même image dans M .
Pour l'initialisation il est clair que si `(w) = 1 alors w n'a qu'une décomposition réduite.
Concernant l'hérédité on le fait par l'absurde, soient s1 . . . .sk et s

′
1 . . . .s

′
k deux décompositions

réduite de w d'images distinctes par f .
Comme s1 . . . .sks

′
k = s′1 . . . .s

′
k−1, on obtient par la condition d'échange, il existe i tel que

s1 . . . .sks
′
k = s1 . . . .ŝi . . . .sk.

D'où s1 . . . .sk = s1 . . . .ŝi . . . .sks
′
k.

On a s1 . . . .ŝi . . . .sk et s
′
1 . . . .s

′
k−1 sont deux décompositions réduites d'un même élément. Ainsi

par hypothèse de récurrence on obtient que f(s1 . . . .ŝi . . . .sks
′
k) = f(s1 . . . .ŝi . . . .sk)f(s′k) =

f(s′1 . . . .s
′
k−1)f(s′k) = f(s′1 . . . .s

′
k). Si i 6= 1, on peux refaire le même raisonnement que précé-

demment et on obtient f(s1 . . . .ŝi . . . .sks
′
k) = f(s1 . . . .sk). Donc f(s′1 . . . .s

′
k) = f(s1 . . . .sk), ce

qui est en contradiction avec ce qu'on a supposé.
Donc i = 1, ainsi s2 . . . .sks

′
k est une décomposition réduite de w avec f(s2 . . . .sks

′
k) = f(s′1 . . . .s

′
k)

donc f(s2 . . . .sks
′
k) 6= f(s1 . . . .sk).

Ainsi avec le même raisonnement on arrive à s3 . . . .sks
′
ksk une décomposition de w tel que

f(s3 . . . .sks
′
ksk) 6= f(s2 . . . .sks

′
k).

Finalement en répétant l'opération plusieurs fois on arrive à f(∆sk,s
′
k
) 6= f(∆s′k,sk

) ce qui est
absurde.

Pour montrer que iii) implique i) il su�t de montrer que toute application f : S → G, G
un groupe, telle que f(s2) = 1 et f(∆s,s′) = f(∆s′,s) induit un homomorphisme W → G.
Par iii), on a que f peut se prolonger en une applicationW → G par f(s1 . . . .sk) = f(s1) . . . .f(sk).
Elle est bien dé�nie car f est constante sur les décompositions réduites d'un élément donné de
W . Il su�t de montrer que f(ww′) = f(w)f(w′), pour tout w,w′ ∈ W . Comme S engendre W ,
il su�t de montrer que pour tout s ∈ S,w ∈ W, f(sw) = f(s)f(w). Par la proposition 1.1 on
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a forcément l(sw) 6= l(w).
Si `(sw) > `(w), alors comme f est un morphisme de monoïde, on a f(ss1 . . . .sk) = f(s)f(s1 . . . .sk) =
f(s)f(w).
Si `(sw) < `(w), alors w = sw1 et `(sw1) > `(w1), on en déduit avec le cas précédent que
f(s)f(sw) = f(ssw) = f(w). D'où f(s)2f(sw) = f(sw) = f(s)f(w).

On montre maintenant qu'il existe une représentation deW que l'on quali�era de représen-
tation naturelle. On note ms,t =longueur de ∆s,t si cet ordre existe sinon on pose ms,t = +∞.
Soit V un espace vectoriel de dimension �ni égal à |S|. On note (es)s∈S une base de V . On note

< ., . > la forme bilinéaire dé�nit comme < es, et >= − cos(
Π

ms,t

), c'est clairement un produit

scalaire par dé�nition des ms,t. On pose ρ : W → GL(V ) tel que pour tout s ∈ S et pour tout
x ∈ V on a ρ(s)(x) = x− 2 < x, es > es.

Lemme 1.5. On a ρ qui est une représentation de W .

Démonstration. On montre d'abord que pour tout s ∈ S, s préserve le produit scalaire. En
e�et soient s ∈ S, x, y ∈ V , on a < s(x), s(y) >=< x− 2 < x, es > es, y − 2 < y, es > es >=
< x, y > −2 < x, es >< ex, y > −2 < y, es >< es, x > +4 < x, es >< y, es >< es, es >=
< x, y >.

Pour véri�er que l'on a bien une représentation de groupe, il faut véri�er que pour tous
s, t ∈ S, l'ordre de ρ(st) est ms,t. Soient s, t ∈ S, on pose λ =< es, et >. On a ρ(st)(es) =
s(es − 2 < es, et > et) = es − 2λet − 2 < es − 2λet, es > es = es − 2λet − 2es + 4λ2es =
(4λ2 − 1)es − λet. On trouve aussi ρ(st)(et) = 2λes − et.
Ainsi si ms,t = +∞ alors λ = −1. Comme ρ(st)(es + et) = es + et et ρ(st)(es) = 2(es + et) + es
alors ρ(st)m(es) = 2m(es + et) + es. Donc ρ(st) est d'ordre in�ni.

Sinon on identi�e dans C, es à 1 et et à − exp−iθ où θ =
Π

ms,t

. Ainsi < ., . > devient le produit

scalaire usuel et on a < es, et >= − cos(θ). Ainsi ρ(st)(es) = (4 cos2(θ)− 1)− 2 cos(θ) exp−iθ =
3 cos2(θ) − sin2(θ) − 2 cos2(θ) + 2i cos(θ) sin(θ) = exp2iθ et ρ(st)(et) = −2 cos(θ) + exp−iθ =

− expiθ. Donc st agit comme une rotation d'angle
Π

ms,t

et donc l'ordre de st est bien ms,t.

Nous allons vouloir montrer maintenant que cette représentation est �dèle.

Dé�nition 1.4. Soit ρ une représentation d'un groupe G. On appelle représentation contra-

grédiente ρ∗ la représentation de G dé�nie par : pour tout g ∈ G, ρ∗(g) = ρ(g−1).

Dé�nition 1.5. On note CI = {x∗ ∈ V ∗ | x∗(es) > 0∀s ∈ I}. On note aussi C = CS on
l'appelle chambre fondamentale.
On peux dé�nir les autres chambres à à partir de la chambre fondamentale par translation, ce
sont les wC pour tout w ∈ W .

Dé�nition 1.6. Le cône de Tits est dé�nit comme
⋃

w∈W
wC.

Soient w ∈ W et I ⊂ S tel que |I| ≤ 2, on note αI(w) l'élément deWI de longueur maximale
tel que `(αI(w)) + `(αI(w)−1w) = `(w).

Lemme 1.6. On a w(C) ⊂ αI(w)CI .
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Démonstration. On prouve ce lemme par récurrence sur `(w). L'initialisation est claire car si
`(w) = 0 alors w = 1W et donc on a bien wC = C ⊂ CI .
Supposons `(w) > 0 et l'assertion vraie pour tout w′ ∈ W tel que `(w′) < `(w). Il faut distin-
guer deux cas pour I.
Si I = {s} alors αI(w) ∈ {1, s}. Si αI(w) = s alors w = sw′ avec `(w′) < `(w) et αI(w

′) = 1.
D'où par hypothèse de récurrence wC = sw′C ⊂ sC{s}.
Si αI(w) = 1 alors comme w 6= 1W il existe s′ tel que α{s′}(w) = s′. On note alors w =
α{s,s′}(w)w′ on a α{s,s′}(w) 6= 1, α{s,s′}(w

′) = 1 et `(w′) < `(w). Ainsi par hypothèse de ré-
currence on a wC = α{s,s′}(w)w′C ⊂ α{s,s′}(w)C{s,s′}. On pose x = α{s,s′}(w). Comme on
a C{s,s′} = C{s} ∩ C{s′} ⊂ C{s} il su�t de montrer que xC{s,s′} ⊂ C{s} c'est-à-dire comme
C{s,s′} = C{s} ∩ C{s′} ⊂ C{s} qu'il su�t de montrer que x(es) > 0 . Soit P le sous-espace de
V engendré par es et es′ . On note e∗s et e

∗
s′ la base duale de {es, es′}. On remarque que x pos-

sède une expression réduite commençant par s′ car comme α{s′}(w) = s′ et α{s}(w) = 1 on a
α{s,s′}(x) = s′.
Supposons ms,s′ = +∞. Pour l'application contragrédiente on a s(e∗s) = e∗s + 2(e∗s′ − e∗s) et
s(e∗s′) = e∗s′ , respectivement on a s′(e∗s′) = e∗s′ + 2(e∗s − e∗s′) et s(e∗s) = e∗s. Ainsi s (respective-
ment s′) préserve la droite passant par e∗s et e

∗
s′ et agit sur cette droite comme la ré�exion par

rapport à e∗s′ (respectivement e∗s). Il est clair que l'intersection de C{s,s′} avec cette droite est
J = [e∗s, e

∗
s′ ]. Comme x possède une expression réduite commençant par s′ alors on a l'image de

J par x qui est du même côté que e∗s par rapport à e
∗
s′ et donc que x(es) > 0.

s′I I sI ss′I
. . . . • • • • • . . . .

e∗s e∗s′
Si ms,s′ < +∞ le dessin obtenu est un cercle et où l'arc de cercle J est diamétralement opposé
à ∆s,s′J . La conclusion reste la même.
Le cas I = {s, t}, s 6= t se déduit facilement du premier cas.

Lemme 1.7. Soit w ∈ W . Si w 6= 1W alors w(C) ∩ C = ∅.

Démonstration. Comme w 6= 1W alors il existe s ∈ S tel que w = sw′ avec `(w′) = `(w) − 1
et ainsi `(s) + `(sw) = 1 + `(w) − 1 = `(w). Ainsi α{s} = s. D'où par le lemme 1.6 on a
wC ⊂ sC{s} = −C{s}. Or il est clair que −C{s} ∩ C = ∅. Donc w(C) ∩ C = ∅.

Théorème 1.8. La représentation naturelle ρ est �dèle.

Démonstration. Par l'absurde si ρ n'est pas injective. Il existe w ∈ W tel que w 6= 1W et w agit
comme 1W . Donc wC = C, ce qui est absurde par le lemme 1.7.
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2 Fonctions polynomiales

2.1 Lien entre polynômes et fonctions polynomiales

A�n de simpli�er les notions nécessaires nous supposerons que le corps k des scalaires est
in�ni. Cela permet de ne pas introduire de la géométrie algébrique et d'avoir un isomorphisme
entre les polynômes en n variable avec les fonctions polynomiales de kn dans k.

Dé�nition 2.1. Une fonction polynomiale d'un corps G dans k est une application g telle
qu'il existe n ∈ N, a0, . . . ., an ∈ k tels que pour tout x ∈ G on a g(x) = a0 + a1x+ . . . .+ anx

n.

Proposition 2.1. Soit k un corps in�ni. Alors pour tout n ∈ N l'ensemble des polynômes en
n variable est isomorphe à celui des fonctions polynomiales de kn dans k

Démonstration.

Par récurrence sur n on montre que

{
k[X1, . . . ., Xn] → {fonctions polynomiales kn → k}

f 7→ (a1, . . . ., an) 7→ f(a1, . . . ., an)
est un isomorphisme.

Par dé�nition, on constate que pour tout n ∈ N cette application est bien linéaire et surjec-
tive. Concernant l'injectivité, il su�t donc de montrer que le noyau est réduit à 0. Procédons
d'abord à l'initialisation. Soit P ∈ k[X1] tel que pour tout x ∈ k, P (x) = 0. Alors P est un
polynôme à une variable avec une in�nité de racine, donc P = 0.

Maintenant nous continuons avec l'hérédité.
Soit n ∈ N∗. Supposons l'assertion vraie jusqu'au rang n. Soit P ∈ k[X1, . . . ., Xn, Xn+1]. On
l'écrit P =

∑
i≥0

fi(X1, . . . ., Xn)X i
n+1 avec fi(X1, . . . ., Xn) ∈ k[X1, . . . ., Xn]. C'est une somme

�nie car P est un polynôme donc il possède un degré maximal. Supposons que pour tout
(x1, . . . ., xn, xn+1) ∈ kn+1, on a P (x1, . . . ., xn, xn+1) = 0. On peux voir P dans (k[X1, . . . ., Xn])[Xn+1].
On a pour tout (x1, . . . .xn) ∈ kn, P (x1, . . . ., xn, Xn+1) ∈ k[Xn+1] et ce polynôme en une variable
possède une in�nité de racines, il est donc nul. On en déduit que pour tout (x1, . . . .xn) ∈ kn et
pour tout i on a fi(x1, . . . ., xn) = 0. Par hypothèse de récurrence sur les fi on obtient que pour
tout i, fi = 0 et donc P = 0.

Remarque 1. Ainsi si f ∈ k[X1, . . . ., Xn] tel que f s'annule sur un hyperplan, comme par exemple
{(a, b2, . . . ., bn) | (a, b2, . . . ., bn) ∈ kn, a 6= 0}, alors f = 0

2.2 Fonctions polynomiales sur des graphes

Soit (W,S) un système de Coxeter. Soit V un espace vectoriel de dimension �nie qui est
une représentation de W .

Dé�nition 2.2. On note pour tout x ∈ W le graphe renversée de x l'ensemble suivant :

Gr(x) = {(xλ, λ | λ ∈ V } ⊂ V × V

. On donne aussi la notation suivante pour tout A ⊂ W, Gr(A) =
⋃
x∈A

Gr(x).

Pour tout x ∈ W on note V x = {u ∈ V |xu = u} et V −x = {u ∈ V |xu = −u}.

Lemme 2.2. Pour tous y, z ∈ W on a Gr(y) ∩ Gr(z) ∼= V yz−1
. L'isomorphisme peut se voir

avec la projection sur la première coordonnée.
De plus on a l'égalité suivante : (Gr(y) +Gr(z)) ∩ (V × {0}) = Im(yz−1 − id)× {0}.
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Démonstration. On note π la projection sur la première coordonnée, c'est une application li-
néaire.
On montre d'abord qu'elle est surjective. Soit α ∈ V yz−1

. On obtient yz−1α = α. On en dé-
duit que (α, z−1α) = (yz−1α, z−1α) ∈ Gr(y) et que (α, z−1α) = (zz−1α, z−1α) ∈ Gr(z). D'où
(α, z−1α) ∈ Gr(y) ∩Gr(z) et on a π((α, z−1α)) = α.
Pour montrer que la projection est injective, on montre que le noyau est restreint à {0}. Soit
u = (yλ, λ) ∈ Gr(y) ∩Gr(z) tel que yλ = 0. Or comme y ∈ W alors yλ = 0 nous donne λ = 0.
Ainsi u = 0.

On montre maintenant le deuxième point.
On commence par l'inclusion de droite à gauche. Soit (yz−1λ− λ, 0) ∈ Im(yz−1− id)×{0} on
a clairement (yz−1λ− λ, 0) ∈ V × 0. De plus (yz−1λ− λ, 0) = (yz−1λ, z−1λ)− (zz−1λ, z−1λ) ∈
Gr(y) +Gr(z).
On continue avec l'inclusion de gauche à droite. Soit x ∈ (Gr(y) +Gr(z))∩ (V × {0}). Donc il
existe λ, µ, α ∈ V tels que x = (yλ+zµ, λ+µ) = (α, 0). Ainsi λ = −µ, d'où x = ((y−z)λ, 0) =
(yz−1(zλ)− zλ, 0) ∈ Im(yz−1 − id)× {0}.

Soit k un corps in�ni. On note R la k-algèbre des fonctions polynomiales sur V . On note
pour tout s ∈ S, Rs le sous-anneau de R des éléments s-invariant. On utilise l'abréviation
⊗k = ⊗. On identi�e R ⊗ R avec les fonctions polynomiales sur V × V par la formule (f ⊗
g)(λ, µ) = f(λ)g(µ). Les fonctions polynomiales sur Gr(A) sont les fonctions polynomiales qui
s'annulent sur Gr(A). Elles se voient naturellement comme le quotient de R ⊗ R par I(A) =
{f ∈ R⊗R | f s′annule sur Gr(A)}. On note ce R-bimodule Z-gradué :

R(A) = R(Gr(A))

Dans le cas particulier où A = {y | y ≤ x} on note R(A) = R(≤ x). On note pour tout
y ∈ W, λ ∈ V, r ∈ R, ry(λ) = r(yλ), on dé�nit ainsi une action à droite de W sur R.
On note 1y ∈ R(y) la fonction constante égale à 1 sur Gr(y). On a r1y = 1yr

y.
Il est clair que pour tout x ∈ W on a I(x) =< r⊗1−1⊗rx, r ∈ R > et que I(A) =

⋂
x∈A I(x).

Remarque 2. Pour tout y ∈ W on peux identi�er R(y) à R.

Démonstration. En e�et comme I(y) =< r⊗ 1− 1⊗ ry, r ∈ R > alors dans R(y) on pour tout
r ∈ R, r⊗1 = 1⊗ry. Ainsi pour tout f, g ∈ R on a f⊗g = 1⊗f yg dans R(y). Donc l'application{

R(y) → R
f ⊗ g 7→ f yg

nous permet d'identi�er R(y) avec R. C'est clairement surjectif et linéaire.

De plus si f yg = 0 il su�t de voir f et g comme des polynômes et on obtient avec l'égalité des
degrés que f = 0 et g = 0, d'où l'injectivité.

Proposition 2.3. Pour tous x, y ∈ W on a R(x)⊗R R(y) ∼= R(xy).

Démonstration. On remarque que pour tout f ∈ R(x), g ∈ R(y), on a f ⊗ g = f ⊗ g1y =
f1xg ⊗ 1y = fgx

−1
1x ⊗ 1y

On pose donc l'application suivante φ :

{
R(x)⊗R R(y) → R(xy)

f ⊗ g 7→ fgx
−1

1xy
Montrons que c'est un isomorphisme de R-bimodules. Cette application est clairement un mor-
phisme surjectif. L'injectivité est clair aussi car sifgx

−1
1xy = 0 alors fgx

−1
= 0 et donc f = 0

et g = 0. En e�et il su�t de les voir comme des polynômes et l'égalité des degrés nous donne
la conclusion voulue.
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Proposition 2.4. Pour tout s ∈ S, α ∈ V ∗ tel que ker(α) = V s il existe e1, . . . ., en−1 ∈ V s

tels que Rs = k[e∗1, . . . ., e
∗
n−1, α

2].

Démonstration. Soient s ∈ S, α ∈ V ∗ tel que ker(α) = V s. On montre d'abord que (e∗1, . . . ., e
∗
n−1, α)

est une base de V ∗. On a V = V s ⊕ V −s. Soit f ∈ V −s tel que α(f) = 1, cela est possible

car sinon il su�t de prendre f =
f

α(f)
. On le complète en un base (e1, . . . ., en−1, f) associée

à V = V s ⊕ V −s et on note sa base dual (e∗1, . . . ., e
∗
n−1, f

∗). On a alors (e∗1, . . . ., e
∗
n−1, α) qui

est une base de V ∗. En e�et on montre que cette famille est libre. Soient a1 . . . .an ∈ k tels

que
n−1∑
i=1

aie
∗
i + anα = 0. On évalue en f et on obtient an = 0 et on sait déjà que la famille

(e∗1, . . . ., e
∗
n−1) est libre. Donc pour tout i ∈ [|1, n|] on a ai = 0. Donc la famille (e∗1, . . . ., e

∗
n−1, α)

et libre et par un argument sur le cardinal on conclut que c'est une base.
Donc R = k[e∗1, . . . ., e

∗
n−1, α].

Il est clair que pour tout i ∈ [|1 . . . .n − 1|], e∗i ∈ Rs. De plus s.α = −α ainsi s.α2 = α2, d'où
α2 ∈ Rs. On a donc montrer l'inclusion de k[e∗1, . . . ., e

∗
n−1, α

2] dans Rs.
Pour l'autre inclusion on prend u ∈ Rs, comme u ∈ R = k[e∗1, . . . ., e

∗
n−1, α] alors il existe

un nombre �ni de i ainsi que des Pi ∈ k[e∗1, . . . ., e
∗
n−1] tels que u =

∑
i

Piα
i. On calcul

u − s.u = 2
∑

i impair

Piα
i. De plus comme u ∈ Rs, on a u − s.u = 0. Ainsi comme dans

la preuve de la proposition 2.1 on obtient que tout les Pi pour i impair sont nuls. D'où
u ∈ k[e∗1, . . . ., e

∗
n−1, α

2].
Ainsi Rs = k[e∗1, . . . ., e

∗
n−1, α

2].

Proposition 2.5. Soit E un espace vectoriel de dimension �nie tel que :
E = E1 ⊕ E2 ⊕ E3 ⊕ E4 avec dim(E2) = dim(E3) = 1.
Alors il existe une suite exacte R(E1 ⊕ E3)[−2] ↪→ R((E1 ⊕ E2) ∪ (E1 ⊕ E3)) � R(E1 ⊕ E2).

Démonstration. Soit E un espace vectoriel de dimension �nie tel que :
E = E1 ⊕ E2 ⊕ E3 ⊕ E4 avec dim(E2) = dim(E3) = 1.
Choisissons des bases : (f1, . . . ., fn) pour E∗1 , φ pour E∗2 , ξ pour E

∗
3 et g1, . . . ., gp pour E

∗
4 . On

note B = k[f1, . . . ., fn, φ, ξ, g1, . . . ., gp]. On a alors :

. I(E1 ⊕ E2) =
⊕

fa11 . . . .fann φuξvgb11 . . . .g
bp
p avec ai, bi, u, v ∈ N et v +

∑
bi > 0. C'est-à-dire :

I(E1 ⊕ E2) = ξB +
∑
giB.

. I(E1 ⊕ E3) =
⊕

fa11 . . . .fann φuξvgb11 . . . .g
bp
p avec ai, bi, u, v ∈ N et u+

∑
bi > 0. C'est-à-dire :

I(E1 ⊕ E3) = φB +
∑
giB.

D'où I((E1⊕E2)∪(E1⊕E3)) =
⊕

fa11 . . . .fann φuξvgb11 . . . .g
bp
p avec ai, bi, u, v ∈ N et u+

∑
bi > 0

et v +
∑
bi > 0. C'est-à-dire : I((E1 ⊕ E2) ∪ (E1 ⊕ E3)) = φξB +

∑
giB.

On passe maintenant dans le monde des polynômes, on a :

R(E1 ⊕ E2) =
B

I(E1 ⊕ E2)
' k[f1, . . . ., fn, φ]

R(E1 ⊕ E3) =
B

I(E1 ⊕ E3)
' k[f1, . . . ., fn, ξ]

R((E1 ⊕ E2) ∪ (E1 ⊕ E3)) =
B

I((E1 ⊕ E2) ∪ (E1 ⊕ E3))
' k[f1, . . . ., fn, φ, ξ]

(φξ)

On pose :

Γ :

{
R(E1 ⊕ E3)[−2] → R((E1 ⊕ E2) ∪ (E1 ⊕ E3))

P 7→ ξP
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ν :

{
R((E1 ⊕ E2) ∪ (E1 ⊕ E3)) → R(E1 ⊕ E2)

Q 7→ Q|ξ=0

De par ce qu'on vient d'énoncer on a Γ injective et ν surjective. On remarque facilement
que Im(Γ) = Ker(ν). On obtient bien une suite exacte.

Nous allons montrer maintenant un lemme qui nous servira dans la partie sur les groupes
diédraux.

Lemme 2.6. Pour tout s ∈ S, on a R(1, s) ∼= R⊗Rs R.

Démonstration. On rappelle queR(1, s) =
R⊗R
I(1, s)

, et queR⊗RsR =
R⊗R

< r ⊗ 1− 1⊗ r, r ∈ Rs >
.

On remarque facilement que < r ⊗ 1 − 1 ⊗ r, r ∈ Rs > ⊂ I(1, s). D'où il existe un mor-
phisme surjectif : R⊗Rs R � R(1, s).
Pour montrer l'isomorphisme, on montre que pour tout n ∈ N la graduation n de R(1, s) a
la même dimension que celle de R ⊗Rs R. On aura alors l'isomorphisme au niveau de chaque
graduation et donc l'isomorphisme entre les deux espaces.

On traite d'abord le cas R⊗Rs R.
Soit α ∈ V ∗ tel que Ker(α) = V s. Par la proposition 2.4 on a l'existence de e1, . . . ., en−1 ∈ V s

tels que Rs = k[e∗1, . . . ., e
∗
n−1, α

2]. Ainsi on obtient R = k[e∗1, . . . ., e
∗
n−1, α] = k[e∗1, . . . ., e

∗
n−1, α

2]⊕
αk[e∗1, . . . ., e

∗
n−1, α

2] = Rs⊕αRs. On en déduit : R⊗RsR = R⊗Rs (Rs⊕αRs) = (R⊗1)⊕(R⊗α).
Comme R⊗ 1 ∼= R et R⊗ α ∼= R[−2] alors la dimension de la graduation n pour R⊗Rs R est
degre(Rn) + degre(Rn−2).

On passe maintenant au cas R(1, s).
On va construire une suite exacte R(s)[−2] ↪→ R(1, s) � R(1). La surjection est la surjection
naturelle car I(1, s) ⊂ I(1). On remarque que V × V = ∆V ⊕∆V , où ∆V = {(v, v), v ∈ V }
et ∆V = {(v,−v), v ∈ V }. D'où V × V = ∆V s ⊕∆V −s ⊕∆V −s ⊕∆V s. On a dim(∆V −s) =
dim(∆V −s) = 1.
Il est clair que Gr(1) = ∆V = ∆V s ⊕∆V −s et que Gr(s) = ∆V s ⊕∆V −s.
On utilise alors la proposition 2.5 avec E = V ×V = ∆V s⊕∆V −s⊕∆V −s⊕∆V s. On obtient
une suite exacte R(Gr(s))[−2] ↪→ R(Gr(1) ∪Gr(s)) � R(Gr(1)). c'est à dire une suite exacte
R(s)[−2] ↪→ R(1, s) � R(1).
On en déduit que la dimension de la graduation n deR(1, s) est : degre((Re)n)+degre((Rs[−2])n) =
degre(Rn) + degre(Rn−2).

Ce qui conclut la preuve du lemme.
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3 Réalisation des algèbres de Hecke par les bimodules

3.1 Construction de l'algèbre de Hecke

SoitA une petite catégorie additive. On note< A > le quotient du groupe abélien libre engendré
par les objets de A modulo les relations < M >=< M ′ > + < M” > si M ' M ′ ⊕M” pour
tous objets M,M ′,M” de A.

Dé�nition 3.1.

A est une algèbre Z-graduée s'il existe une famille de sous-espaces vectoriels (Ai)i∈Z telle
que :
A =

⊕
i∈ZAi

∀i, j ∈ Z, AiAj ⊂ Ai+j

Pour A une algèbre Z-graduée, On note A − modfZ la catégorie des A-modules Z-gradués de
type �ni sur A. On écrira aussi M [n] pour l'objet M avec sa Z-graduation décalée de n :
(M [n])i = Mi+n.

Soit (W,S) un système de Coxeter avec |S| < +∞. Soit l : W → N la fonction longueur.
On note e l'élément neutre de W .
On note T l'ensemble des éléments de W qui sont conjugués à un élément de S.

Dé�nition 3.2.

On dé�nit la relation → tel que pour tous u, v ∈ W , u→ v si et seulement si il existe t ∈ T tel
que v = ut et `(u) < `(v).
On dé�nit alors l'ordre de Bruhat sur W :
Pour u, v ∈ W , u ≤ v si et seulement si, il existe une chaîne u = u0 → u1 . . . .→ uk = v.

Nous avons besoin d'un résultat sur les algèbres associatives adapté à notre cas. La démons-
tration du théorème plus général peut se trouver dans [HUMP]

Théorème 3.1. Soit (W,S) un système de Coxeter, B un anneau commutatif unitaire et
a, b ∈ B. On prend H un B-module libre sur l'ensemble W où l'on note (Tw)w∈W une base.
Il existe une unique structure de B-algèbre associative sur H, où Te est un élément neutre, et
telle que les conditions suivantes sont vraies pour tout s dans S et x, y dans W :
TxTy = Txy si `(x) + `(y) = `(xy)
T 2
s = aTs + bTe

Dé�nition 3.3. En prenant dans le théorème précédent B = Z[v, v−1], a = v−2 − 1, b = v−2,
on obtient H =

⊕
x∈W Z[v, v−1]Tx que l'on appelle l'algèbre de Hecke sur (W,S).

Les relations sont :
TxTy = Txy si `(x) + `(y) = `(xy)
T 2
s = v−2Te + (v−2 − 1)Ts

Lemme 3.2. L'algèbre de Hecke peux aussi être dé�nie par une présentation comme étant
la Z[v, v−1]-algèbre associative unitaire de générateurs {Ts}s∈S et par la relation quadratique
T 2
s = v−2Te + (v−2 − 1)Ts ainsi que les relations de tresses TsTt . . . .Ts = TtTs . . . .Tt avec un

nombre j impair de termes (respectivement TsTt . . . .Tt = TtTs . . . .Ts avec un nombre j pair de
termes) si st . . . .s = ts . . . .t (respectivement st . . . .t = ts . . . .s) pour tous s, t ∈ S.
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Démonstration. On note H′ la Z[v, v−1]-algèbre dé�nit par les générateurs {T ′s}s∈S avec la

relations T ′s
2 = v−2T ′e + (v−2 − 1)T ′s et les relations de tresses. On pose g :

{
H′ → H
T ′s 7→ Ts

.

C'est un morphisme surjectif car H est engendré par les Ts comme algèbre.
On cherche à construire une application de H dans H′.

On regarde φ :

{
S → H′
s 7→ T ′s

. Cela s'étend en une application φ de S∗ dans H′. Comme les

relations de tresses sont véri�ées dans H′ alors on a bien f(∆s,s′) = f(∆s′,s) pour tous s, s
′ ∈ S.

Par le lemme de Matsumoto cette application peux encore s'étendre en une application φ :{
W → H′

w = s1 . . . .sk 7→ T ′s1 . . . .T
′
sk

:= T ′w
. où s1 . . . .sk est une expression réduite de w. On dé�nit

le morphisme de Z[v, v−1]-module f :

{
H → H′
Tw 7→ T ′w

. Pour véri�er que c'est un morphisme

d'algèbre il su�t donc de véri�er que pour tous x, y ∈ W , f(TxTy) = f(Tx)f(Ty), et comme S
engendre W il su�t de le véri�er pour x = s ∈ S.
Si `(sy) > `(y) alors en notant s1 . . . .sk une expression réduite de y on a ss1 . . . .sk qui est une
expression réduite de sy. D'où TsTy = Tsy et T

′
sT
′
y = T ′sy ainsi f(TsTy) = f(Tsy) = T ′sy = T ′sT

′
y =

f(Ts)f(Ty).
Si `(sy) < `(y) alors en notant t1 . . . .tk une expression réduite de sy on a st1 . . . .tk qui est une
expression réduite de y. D'où TsTsy = Ty et T

′
sT
′
sy = T ′y, donc on a TsTy = v−2Tsy + (v−2− 1)Ty

et de même T ′sT
′
y = v−2T ′sy+(v−2−1)T ′y. Ainsi f(TsTy) = f(v−2Tsy+(v−2−1)Ty) = v−2f(Tsy)+

(v−2 − 1)f(Ty) = v−2T ′sy + (v−2 − 1)T ′y = T ′sT
′
y = f(Ts)f(Ty).

Il est clair que f ◦ g = idH′ et g ◦ f = idH. Ainsi on a bien un isomorphisme d'algèbre entre
H et H′.

3.2 Di�érentes notions de représentations

Dé�nition 3.4. Une représentation ré�exion �dèle pour un système de Coxeter (W,S)
est une représentation ρ : W → GL(V ) où V est un espace vectoriel de dimension �nie sur un
corps k de caractéristique di�érente de 2 telle que ρ est injective et où pour tout x ∈ W on a
dim(V�V x) = 1 si et seulement si x ∈ T

Dé�nition 3.5. Une représentation ρ de W telle que les éléments de W agissent comme des
ré�exions, c'est-à-dire ρ(w) est une ré�exion de V on a alors que ρ(w) a un (−1)-espace propre
de dimension 1 et un hyperplan stable, et où les di�érentes ré�exions ont des (−1)-espaces
propres di�érents est appelée représentation ré�exion vecteur �dèle

Pour k un corps in�ni, on note comme auparavant R la k-algèbre de toutes les fonctions
polynomiales sur V . On munit R de la Z-graduation suivante R =

⊕
i∈ZRi telle que R2 = V ∗

et Ri = 0 pour tout i impair. Pour tout s ∈ S on note Rs ⊂ R le sous-anneau de tous les
éléments s-invariants. On note R la catégorie de tous les R-bimodules Z-gradués de type �ni à
droite et à gauche.

Proposition 3.3. Ainsi (< R >,⊕,⊗R) est un anneau.

Démonstration. On a déjà que (< R >,⊕) est un groupe abélien. Il est clair que ⊗R est
associative. Montrons la distributivité, soient G,H,K des R-bimodules Z-gradués de type �ni
à droite et à gauche. On a pour tout g ∈ G, h ∈ H, k ∈ K, (g + h)⊗R k = g ⊗R k + h⊗R k ∈
G⊗RK ⊕H ⊗RK. Donc (G⊕H)⊗RK ⊂ G⊗RK ⊕H ⊗RK. De plus on a pour tout g ∈ G,
h ∈ H, k1, k2 ∈ K, g ⊗R k1 + h ⊗R k2 = (g + h) ⊗R k1 + h ⊗R (k1 + k2) ∈ (G ⊕ H)⊗R. D'où
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(G⊕H)⊗R K = G⊗R K ⊕H ⊗R K.
On montre que < R > est un élément neutre. En e�et pour tout G ∈ R, on note (x1, . . . ., xn)

une base de G, on a φ :

{
G⊗R R → G
g ⊗R r 7→ gr

qui est un qui est un morphisme surjectif. Il est

aussi injectif car si gr = 0, en écrivant g =
n∑
i=1

rixi avec pour tout i, ri ∈ R, on obtient que pour

tout i, rir = 0. Donc en les voyant comme des polynômes on obtient par un argument sur les
degrés que r = 0 et pour tout i, ri = 0. D'où g⊗R r = 0⊗R 0. Ainsi G⊗R R ∼= G et on montre
de même que R⊗R G ∼= G. Donc < G > ⊗R < R >=< R > ⊗R < G >=< G >.

3.3 Construction de la base de Kazhdan-Lusztig

On note Hs = vTs. Par une preuve similaire à celle du le lemme 3.2, on remarque que l'al-
gèbre de Hecke possède une autre présentation avec comme générateurs les {Hs}s∈S et comme
relations H2

s = 1 + (v−1 − v)Hs ainsi que HsHt . . . .Hs = HtHs . . . .Ht avec un nombre j impair
de termes (respectivement HsHt . . . .Ht = HtHs . . . .Hs avec un nombre j pair de termes) si
st . . . .s = ts . . . .t (respectivement st . . . .t = ts . . . .s) pour tous s, t ∈ S.
On remarque alors que l'on a pour tout s ∈ S, H−1s = Hs + v− v−1. En e�et avec la première
relation on a bien Hs(Hs + v − v−1) = 1. On note pour tout x ∈ W, Hx = v`(x)Tx. On a
toujours la relation HxHy = Hxy si `(x) + `(y) = `(xy).

Il existe un morphisme d'anneau

d :

{
H → H
H 7→ H

tel que v = v−1 et Hx = (Hx−1)−1.

En e�et il su�t de véri�er que pour tout y ∈ W et s ∈ S, d(HsHy) = d(Hs)d(Hy).
On remarque que HsHy = v1+`(y)TxTy. Donc en utilisant les relations dans la preuve du lemme
3.2 on obtient que si `(sy) > `(y) alors on a HsHy = v`(sy)Tsy = Hsy et si `(sy) < `(y) alors on
a HsHsy = v`(y)Ty = Hy c'est-à-dire HsHy = Hsy + (v−1 − v)HsHsy = Hsy + (v−1 − v)Hy.
Si `(sy) > `(y) alors on a `(y−1s) > `(y) et donc d(HsHy) = d(Hsy) = (Hy−1s−1)−1 =
(Hy−1Hs)

−1 = d(Hy)d(Hs).
Si `(sy) < `(y) alors on a `(y−1s) < `(y) et donc d(HsHy) = d(Hsy) + d((v−1 − v)Hy) =
(H(sy)−1)−1 + (v−1− v)−1)(Hy−1)−1 = (Hy−1s + (v−1− v)Hy−1)−1 = (Hy−1Hs)

−1 = d(Hy)d(Hs).
On véri�e aussi que d est bien une involution, en e�et pour tout x ∈ W on a d(d(Hx)) =
d((Hx−1)−1) = (d(Hx−1))−1 = Hx.

Dé�nition 3.6. On dit que H ∈ H est auto-dual si H = H.

Remarque 3. En posant Cs = v+Hs on a pour tout x ∈ W ,HxCs =

{
Hxs + vHx si xs > x
Hxs + v−1Hx si xs < x

En e�et, si xs > x alors `(xs) = `(x) + `(s), on en déduit la première équation.
Si xs < x alors en posant x1 = xs on a Hx1Hs = Hx ainsi HxHs = Hx1H

2
s = Hx1 +Hx(v

−1−v).
D'où HxCs = Hx1 + v−1Hx = Hxs + v−1Hx.
On remarque aussi que Cs est auto-dual : Cs = Hs+v−1 = Hs+(v−v−1)+v−1 = Hs+v = Cs.

Proposition 3.4. Pour tout s ∈ S et x, y ∈ W tels que xs < x et y < xs alors ys < x.

Démonstration. Soit y1 . . . .yk une expression réduite de y. Comme y < xs il existe α1 . . . .αn
une expression réduite de xs tel que il existe i1 < . . . . < ik ∈ [|1, n|] tels que αij = yj. De plus
comme xs < x alors α1 . . . .αns est une expression réduit de x. Donc comme on retrouve bien
ys dans cette expression réduite de x alors ys < x.
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Théorème 3.5. Pour tout x ∈ W il existe un unique élément Hx ∈ H qui est auto-dual et tel
que Hx ∈ Hx +

∑
y<x

vZ[v]Hy

Démonstration.
Montrons l'existence par récurrence sur l'ordre de Bruhat :

Pour l'initialisation il su�t de dire He = He = 1.
Pour l'hérédité soit un n ∈ N∗ et soit x ∈ W tel que `(x) = n. Supposons que pour tout y ∈ W
tel que y < x on a l'existence de Hy auto-dual avec Hy ∈ Hy +

∑
z<y

vZ[v]Hz. Comme x 6= e

alors il existe s ∈ S tel que xs < x. Ainsi par hypothèse de récurrence il existeHxs auto-dual et
des hy ∈ Z[v] tels que Hxs = Hxs +

∑
y<xs

vhyHy.

On a xs.s > xs d'où HxsCs = Hx + vHxs +
∑
y<xs

vhyHyCs.

Montrons que
∑
y<xs

vhyHyCs ∈
∑
z<x

Z[v]Hz. On a déjà que vHxs est dedans.

On a
∑
y<xs

vhyHyCs =
∑
y<xs
ys>y

vhyHyCs+
∑
y<xs
ys<y

vhyHyCs =
∑
y<xs
ys>y

vhy(Hys + vHy)+
∑
y<xs
ys<y

vhy(Hys + v−1Hy)

=
∑
y<xs

vhyHys +
∑
y<xs
ys>y

v2hyHy +
∑
y<xs
ys<y

hyHy.

Or il est clair que si xs < x alors pour tout y < xs on a y < x. De plus si y < xs alors par
la propriété 3.4 on obtient ys < x. Ainsi on a bien véri�é que

∑
y<xs

vhyHyCs ∈
∑
z<x

Z[v]Hz. Il ne

reste plus qu'à enlever tout les termes constants possibles avec un terme auto-dual. D'où on
pose :
Hx = HxsCs −

∑
y<xs
ys<y

hy(0)Hy

En utilisant l'hypothèse de récurrence sur ces Hy On a bien
∑
y<xs

vhyHys +
∑
y<xs
ys>y

v2hyHy +∑
y<xs
ys<y

hyHy −
∑
y<xs
ys<y

hy(0)Hy ∈
∑
z<x

vZ[v]Hz. Donc Hx ∈ Hx +
∑
z<x

vZ[v]Hz.

De plus on a bien Hx auto-dual.

Montrons maintenant l'unicité.
On montre d'abord que pour tout x ∈ W , on a Hx ∈ Hx +

∑
y<x

Z[v, v−1]Hy.

On le montre par récurrence sur l'ordre de Bruhat. L'initialisation est claire car He = He.
Pour l'hérédité, soit n ∈ N, soit x ∈ W . On suppose l'assertion vraie pour tout y < x. Par la
preuve de l'existence on a que Hx ∈ Hx +

∑
y<x

Z[v, v−1]Hy.

Donc Hx ∈ Hx+
∑
y<x

Z[v, v−1]Hy. Encore une fois par la preuve de l'existence et par l'hypothèse

de récurrence, on obtient que Hx ∈ Hx +
∑
y<x

Z[v, v−1]Hy +
∑
y<x

Z[v, v−1](Hy +
∑
z<y

Z[v, v−1]Hz).

Ainsi on a bien Hx ∈ Hx +
∑
y<x

Z[v, v−1]Hx.

Pour montrer l'unicité il su�t de véri�er que pour tout H ∈
∑
y

vZ[v]Hy, [H = H]⇒ [H = 0].

Soit H =
∑
y

hyHy avec hy ∈ vZ[v] tel que H = H et H 6= 0. Il existe z maximal tel que

hz 6= 0. On a H = hzHz +
∑
y 6=z

l(y)≤l(z)

hyHy. Ainsi H = hzHz +
∑
y 6=z

l(y)≤l(z)

hyHy. Pour tout y 6= z,

l(y) ≤ l(z) il existe qy ∈ Z[v, v−1] tels que H = hzHz +
∑
y 6=z

l(y)≤l(z)

qyHy. Ainsi comme H − H =

14



(hz − hz)Hz +
∑
y 6=z

l(y)≤l(z)

(hy − qy)Hy = 0, alors hz = hz car les {Hx}x∈W forment une base de H

vu comme Z[v, v−1]-module. Or cela est impossible car hz ∈ vZ[v].

Dé�nition 3.7. On appelle les Hx la base de Kazhdan-Lusztig de H. Elle correspond à
une base pour H vu comme Z[v, v−1]-module.
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4 Le cas des groupes diédraux

Le but de cette partie est d'exhiber, dans le cadre des groupes diédraux, l'application prou-
vant le théorème fondamental de Soergel que l'on rappelle ici. Pour A une petite catégorie
additive on note toujours < A > le quotient du groupe abélien libre engendré par les objets
de A modulo les relations < M >=< M ′ > + < M” > si M ' M ′ ⊕M” pour tous objets
M,M ′,M” de A.

Théorème. Soit (W,S) un système de Coxeter et soit V une représentation ré�exion vecteur
�dèle de W sur un corps in�ni. Soit H l'algèbre de Hecke de (W,S), R l'anneau des fonctions
polynomiales sur V et R la catégorie de tous les R-bimodules Z-gradués de type �ni à droite et
à gauche.
Il existe un unique morphisme d'anneau

ε : H → < R >

tel que ε(v) =< R[1] > et ε(Ts + 1) =< R⊗Rs R > pour tout s ∈ S.

4.1 Préliminaires

Soit (W,S) un groupe diédral (S = {s, t}).
Remarque 4. Il est clair que pour tout n ∈ N∗ il existe que deux éléments de S∗ possédant n
termes : st . . . .s et ts . . . .t si n est impair et st . . . .t et ts . . . .s si n est pair. Si l'image dans W
d'un des deux éléments est x alors on note l'image dans W de l'autre élément x̂. Il est clair que
l'on a pour tout x ∈ W , sx̂ = t̂x.

Proposition 4.1. Soit x ∈ W , on note A = {y ∈ W | y ≤ x}. On a :
1) Si x = e alors A ∪ sA = {y ∈ W | y ≤ s} et A ∩ sA = ∅.
2) Si x = s alors A = A ∪ sA = A ∩ sA.
3) Si x = t alors A ∪ sA = {y ∈ W | y ≤ st} et A ∩ sA = ∅
4) Si `(x) ≥ 2

. Si x possède une expression réduite commençant par s, c'est-à-dire x = sx1 avec `(x1) =
`(x) − 1, alors A = A ∪ sA = A ∩ sA. Ce cas comprend l'élément de taille maximal si W est
�ni.

. Sinon toutes les expressions réduites de x commencent par t, c'est-à-dire x = tx1 avec
`(x1) = `(x)−1, et dans ce cas A∪sA = {y ∈ W | y ≤ sx} et A∩sA = {y ∈ W | y ≤ tx(= x1)}.

Démonstration. Comme les cas 1, 2, 3 sont faciles à traiter on ne prouvera que le cas 4.
Par récurrence sur n la longueur de x.
Pour l'initialisation on suppose n = 2.

. Si x = st alors A = {e, s, t, st} = sA. D'où A = A ∪ sA = A ∩ sA.

. Si x = ts alors A = {e, s, t, ts} et donc sA = {e, s, st, sts}.
Ainsi A ∪ sA = {e, s, t, st, ts, sts} = {y ∈ W | y ≤ sx}.
et on a A ∩ sA = {e, s} = {y ∈ W | y ≤ s(= tx)}.

. Hérédité :
Soit n ∈ N tel que n ≥ 2 et x ∈ W tel que `(x) = n.

. Si x = sx1 avec `(x1) = `(x) − 1 alors il est claire que toute expression réduite de x1
commencent par t. On a A = {y ∈ W | y ≤ x1} ∪ {x̂1} ∪ {x}. Donc A ∪ sA = {y ∈ W | y ≤
x1} ∪ s{y ∈ W | y ≤ x1} ∪ {x̂1, sx̂1, x1, x}. Par hypothèse de récurrence sur x1 on obtient :
A∪sA = {y ∈ W | y ≤ sx1(= x)}∪{x̂1, sx̂1, x1, x} = {y ∈ W | y ≤ x} = A. D'où A = A∪sA.
Pour ce qui est de A ∩ sA, on a :
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A ∩ sA = ({y ∈ W | y ≤ x1} ∪ {x̂1} ∪ {x}) ∩ (s{y ∈ W | y ≤ x1} ∪ {sx̂1} ∪ {sx(= x1)})
= ({y ∈ W | y ≤ x1} ∩ s{y ∈ W | y ≤ x1})∪({y ∈ W | y ≤ x1} ∩ {sx̂1})∪({y ∈ W | y ≤ x1} ∩ {x1})∪
({x̂1} ∩ s{y ∈ W | y ≤ x1})∪ ({x} ∩ s{y ∈ W | y ≤ x1}) = {y ∈ W | y ≤ tx1}∪{sx̂1, x1, x̂1, x}
= {y ∈ W | y ≤ x} = A

. Si x = tsx2 avec `(x2) = `(x) − 2 alors sx2 possède une décomposition réduite com-
mençant par s. De plus on a A = {y ∈ W | y ≤ sx2} ∪ {ŝx2} ∪ {x}.. Donc par l'hypothèse de
récurrence on a : A ∪ sA = {y ∈ W | y ≤ sx2} ∪ {ŝx2, sŝx2(= x̂), x, sx} = {y ∈ W | y ≤ sx}.
Avec l'hypothèse de récurrence sur sx2 on a bien : A ∩ sA = {y ∈ W | y ≤ sx2(= tx)}.

Lemme 4.2. Pour tout x ∈ W on a (Ts + 1)
∑
y∈A

Ty =
∑

y∈A∪sA
Ty + v−2

∑
y∈A∩sA

Ty

où A = {y ∈ W | y ≤ x}.

Démonstration. On traitera seulement le cas où `(x) ≥ 2 les uatres étant faciles à traiter.
On a vu après la dé�nition 3.6 dans la remarque 3 que Hx = v`(x)Tx et Cs = Hs + v = v(Ts + 1)
on avait :

HxCs =

{
Hsx + vHx si sx > x
Hsx + v−1Hx si sx < x

D'où :

(Ts + 1)Tx =

{
v−(`(x)+1)Hsx + v−`(x)Hx si sx > x
v−2(v−(`(x)−1)Hsx + v−`(x)Hx si sx < x

=

{
Tsx + Tx si sx > x
v−2(Tsx + Tx) si sx < x

Soit x ∈ W et A = {y ∈ W | y ≤ x}.

. Si x possède une expression réduite commençant par s donc il existe x1 tel que x = sx1
et `(x1) = `(x)− 1. Nous allons utiliser deux expressions de A :
A = {e}t{y = ty1, `(y1) = `(y)−1`(y1) ≤ n−2}t{y = sy1, `(y1) = `(y)−1 et `(y1) ≤ n−1}
A = {e, Ts}t{y = ty1, `(y1) = `(y)−1 et `(y1) ≤ n−2}t{y = sty1, `(y1) = `(y)−2 et `(y1) ≤
n− 2}

D'où :
∑
y∈A

(Ts + 1)Ty = (Ts + 1)Te +
∑
y=ty1

`(y1)≤n−2

(Ts + 1)Ty +
∑
y=sy1

`(y1)≤n−1

(Ts + 1)Ty

=
∑
y=ty1

`(y1)≤n−2

(Tsy + Ty) + Ts + 1 + v−2

 ∑
y=sy1

`(y1)≤n−1

(Tsy + Ty)


=

 ∑
y=sty1

`(y1)≤n−2

Ty +
∑
y=ty1

`(y1)≤n−2

Ty + Ts + 1

 + v−2

1 +
∑
y=ty1

`(y1)≤n−2

Ty +
∑
y=sy1

`(y1)≤n−1

Ty


=
∑
y∈A

Ty + v−2
∑
y∈A

Ty

Or dans ce cas on a A = A ∪ sA = A ∩ sA, ce qui prouve la proposition.

. Sinon x n'a que des expressions réduite commençant par t. Soit x1 tel que x = tx1 et
`(x1) = `(x) − 1. Ainsi on a `(sx) = `(s) + `(x) donc TsTx = Tsx, par le même argument
on obtient TsTx̂1 = Tsx̂1 . On a A = (A ∩ sA) ∪ {x̂1, x} et A ∪ sA = (A ∩ sA) ∪ {x̂1, x, x̂, sx}.
Et on remarque qu'on pourra utiliser le cas précédent pour A ∩ sA, car il est associé à x1 qui
commence par s.

D'où (Ts + 1)
∑
y∈A

Ty = (Ts + 1)

( ∑
y∈A∩sA

Ty

)
+ (Ts + 1)Tx̂1 + (Ts + 1)Tx. Par le premier cas
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et ce que l'on a dit précédemment on obtient :

(Ts + 1)
∑
y∈A

Ty =

( ∑
y∈A∩sA

Ty

)
+ v−2

( ∑
y∈A∩sA

Ty

)
+ Tx̂ + Tx̂1 + Tsx + Tx

=
∑

y∈A∪sA
Ty + v−2

∑
y∈A∩sA

Ty

Ce qui conclut.

Proposition 4.3. Si (W,S) est un groupe diédral (S = {s, t}) alors la base auto-duale est de
la forme :

Hx = v`(x)
∑
y≤x

Ty

Démonstration. Posons γx = v`(x)
∑
y≤x

Ty.

On a bien ∀x ∈ W, γx ∈ v`(x)Tx +
∑
y<x

vZ[v]v`(y)Ty car y < x⇒ `(y) < `(x).

Il su�t donc de montrer que les γx sont auto-duaux :
Par récurrence sur la longueur de x :
.Initialisation :
On a Te = 1 auto-dual.
On a déjà véri�é que pour tout s ∈ S, v(Ts + 1) auto-dual.

.Hérédité :
Soit n ∈ N, n 6= 0, n 6= 1. Supposons pour tout y ∈ W, `(y) < n, γy auto-dual. Soit
x ∈ W, `(x) = n.
Il existe s ∈ S tel que x = sx1 avec `(x1) = `(x) − 1. On a aussi `(x1) ≥ 1. Et donc x = stx2
avec `(x2) = `(x1)− 1 et `(x2) ≥ 0.
On note A = {y ∈ W | y ≤ x1}. On en déduit par la proposition 4.1 que A ∪ sA = {y ∈
W | y ≤ x} et A ∩ sA = {y ∈ W | y ≤ x2}.
Ainsi en utilisant aussi le lemme 4.2 on obtient :
v(Ts + 1)γx1 = v`(x1)+1(

∑
y∈A∪sA

Ty + v−2
∑

y∈A∩sA
Ty) = v`(x)

∑
y≤x

Ty + v`(x)−2
∑
y≤x2

Ty = γx + γx2

D'où γx est auto-dual.

4.2 Théorème fondamental de Soergel pour les groupes diédraux

Le théorème se sépare en deux cas majeurs, pour lesquels nous aurons besoin de lemmes.
On prend toujours (W,S) un groupe diédral (S = {s, t}) et α une équation de l'hyperplan de
s.

Lemme 4.4. Soit Ω une représentation de dimension �nie d'un groupe G sur un corps k de
caractéristique 6= 2.
Soit A ⊂ Ω un sous-ensemble �ni.
Soit s ∈ G tel que sA = A et agissant comme ré�exion sur Ω.
Alors :
1) On a un isomorphisme de bimodules gradués R⊗Rs R(A) ∼= R(A)⊕R(A)[−2]
2) Pour R(A)+ ⊂ R(A) les invariants sous l'action de s × id, la multiplication induit un
isomorphisme R⊗Rs R(A)+

∼−→ R(A)

Démonstration. Soit Ω un espace vectoriel de dimension �nie sur k. Toute ré�exion t : Ω→ Ω
dé�nie une involution t : R(Ω)→ R(Ω). On choisit une équation β ∈ Ω∗ de l'hyperplan de ré-
�exion Ωt. Comme pour tout f ∈ R(Ω) on peux décomposer f = f1 + βf2 avec f1, f2 ∈ R(Ω)+
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alors
f1 + βf2 − tf1 − tβf2

2β
= f2 ∈ R(Ω) et donc on peut considérer :

∂t = ∂βt :

 R(Ω) → R(Ω)

f 7→ f − tf
2β

.

Soit X ⊂ Ω une réunion �nie de sous-espaces vectoriels de Ω, X =
⋃
i∈I
Xi, I �ni, X stable

par l'action de t. On note π la projection de R(Ω) sur R(X). On a alors t qui induit une involu-
tion surR(X) ce qui nous donne une décomposition en espace propresR(X) = R(X)+⊕R(X)−.

On suppose qu'aucun des Xi n'est contenu dans Ωt.
Notre opérateur ∂t stabilise le noyau de la surjection R(Ω) � R(X). En e�et soit φ dans ce
noyau, on le décompose en φ = φ1 + βφ2 avec φ1, φ2 ∈ R(Ω)+. Si pour tout x ∈ X, φ2(x) = 0
alors ∂t(φ) = 0 qui est bien dans le noyau. Sinon il existe x ∈ X tel que φ2(x) 6= 0 et ainsi
φ2 = 0 dans R(X), donc ∂t(φ) = 0.
Cela induit ∂t : R(X)→ R(X).

Véri�ons que ∂t : R(X)+ → R(X)−[2] et mβ :

{
R(X)−[2] → R(X)+

f 7→ βf
sont mutuel-

lement inverses l'une de l'autre. On a clairement ∂t(R(X)+) ⊂ R(X)−[2] en e�et t∂t(f) =

t(
f − tf

2β
) =

tf − t2f
2β

=
tf − f

2β
= −∂t(f). Le [2] étant du à la division par β. On a aussi

mβ(R(X)−[2] ⊂ R(X)+, en e�et tmβ(f) = t(βf) = (−β)(−f) = βf .

. Soit φ ∈ R(X)−[2] on a ∂t ◦mβ(φ) = ∂t(βφ) =
βφ− t(βφ)

2β
=
βφ+ βφ

2β
= φ

. Soit f ∈ R(X)+ on a mβ ◦ ∂t(f) =
β(f − tf)

2β
=
βf − βtf

2β
=
βf + βf

2β
= f

On a donc un isomorphisme entre R(X)+ et R(X)−[2].

On considère alors Ω = V × V , t = s × id et X = Gr(A) =
⋃
x∈A

Gr(x). Il existe v ∈ V

tel que tv 6= v et soit x ∈ A, comme on a Gr(x) = {(xλ, λ), λ ∈ V } et xV = V alors
soit λ ∈ V tel que xλ = v. Ainsi (xλ, λ) ∈ Gr(x) mais (xλ, λ) /∈ (V × V )t. Donc pour tout
x ∈ A, on a Gr(x) 6⊂ (V × V )t. On a donc R(A) = R(A)+ ⊕ R(A)− ainsi qu'un isomorphisme
R(A)+ ' R(A)−[2] avec la multiplication par β = α ⊗ 1 (on rappelle que α est une équation
de l'hyperplan de s). On a vu dans la preuve du lemme 2.6 que R = Rs ⊕ αRs.

On montre que R(A)+ et R(A)− sont stable par multiplication par Rs. Pour tout r ∈ Rs

et f ∈ R(A)+ que l'on note f = f1 × f2 on a rf ∈ R(A)+. En e�et on a (s × 1)(rf) =
(srf1) × (rf2) = (rf1) × (rf2) = rf . De même on montre que pour tout r ∈ Rs et f ∈ R(A)−

on a rt ∈ R(A)−.
Ainsi on obtient 2) : R⊗Rs R(A)+ ' R(A)+ ⊕ αR(A)+ ' R(A)+ ⊕R(A)− ' R(A)

On a alors 1) qui en découle :
R⊗Rs R(A) = R⊗Rs R(A)+ ⊕R⊗Rs R(A)− ' R(A)⊕R⊗Rs R(A)+[−2] ' R(A)⊕R(A)[−2]

Proposition 4.5. Pour tous x, y ∈ W avec x 6= y on a V −x 6= V −y.

Démonstration. On montre la contraposée, supposons V −x = V −y. On a alors que x et y
agissent comme l'identité sur V�V −x. Donc xy agit comme l'identité sur V�V −x. Or sur pour
tout λ ∈ V −x on a yx(λ) = y(−λ) = λ. Donc xy agit comme l'identité sur tout V . Comme la
représentation V est �dèle alors xy = id et donc x = y.
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Soit s ∈ S et x0 ∈ W tel que x0 6= e et sx0 > x0. On note A = {y ∈ W | y ≤ x0}. Par la
proposition 4.1 on en déduit que A�sA = {x0, tx0}. On a x0 et tx0 sont distincts car comme
sx0 > x0 alors toutes les expressions réduites de x0 commencent par t et donc `(tx0) = `(x0)−1.
Ainsi leur sous-espaces propres associés à la valeur propre −1 sont distincts par la proposition
4.5. Cela créé une sous-représentation U ×{0} de V ×V de dimension 2. Par le lemme 2.2 on a
(Gr(x0)+Gr(tx0))∩(U×{0}) = Im(t− id)×{0}, ainsi il existe une forme linéaire β ∈ V ∗×V ∗
qui s'annule sur Gr(x0) +Gr(tx0) mais pas sur U × {0}. On pose β = βGr(A) et 1 = 1Gr(A), et

on note alorsM et N les sous-modules engendrés respectivement par β et 1 de R(A) vu comme
Rs ⊗R-module.

Lemme 4.6. Pour tous x, y, z ∈ W distincts deux à deux tels que leurs longueur n'ont pas tous
la même parité. On a toujours U × 0 ⊂ Gr(x) +Gr(y) +Gr(z).

Démonstration.
On peut supposer z = e et x, y ∈ T . En e�et supposons que la parité de x soit la même que
celle de y. On a Gr(x) + Gr(y) + Gr(z) = (z × 1)(Gr(z−1x) + Gr(z−1y) + Gr(e)). Comme U
est une sous-représentation, on a zU = U . Ainsi U × 0 ⊂ Gr(x) + Gr(y) + Gr(z) ⇔ U × 0 ⊂
Gr(z−1x) +Gr(z−1y) +Gr(e).
On a z−1x et z−1y qui sont de longueur impaire. En e�et il est clair que la longueur de z−1 est
pair. On a pour tout w ∈ W et u ∈ W avec `(u) = 1 que `(uw) = `(w)+1 ou `(w)−1. Donc en
réitérant le raisonnement on a pour tout w ∈ W et u ∈ W avec `(u) = 2 que `(uw) = `(w)− 2
ou `(w) ou `(w) + 2, c'est à dire que `(uw) est de la même parité que `(w). Par récurrence
immédiate on obtient pour tout w ∈ W et u ∈ W avec `(u) paire que `(uw) est de même parité
que `(w). Ainsi dans notre cas on obtient que z−1x et z−1y ont des longueurs impairs. Or tout
élément de W de longueur impair est dans T .
Par le lemme 2.2 on a (Gr(x)+Gr(e))∩(U×{0}) = Im(xe−1−id)×{0} = V −x×{0} ⊂ U×{0}
et (Gr(y) +Gr(e)) ∩ (U × {0}) = Im(ye−1 − id)× {0} = V −y × {0} ⊂ U × {0}.
Par la proposition 4.5 on a V −x 6= V −y. Ainsi comme U×{0} est de dimension 2, et que V −x et
V −y sont de dimension 1, on obtient U×0 ⊂ (Gr(x)+Gr(e))∩(U×0)∪(Gr(y)+Gr(e))∩(U×0) ⊂
Gr(x) +Gr(y) +Gr(e).

Lemme 4.7. 1) M ∼= R(A ∩ sA)+[−2] dans Rs −modZ −R
2) N ∼= R(A ∪ sA)+ dans Rs −modZ −R
3) R(A) = M ⊕N

Démonstration.
1) Pour y /∈ {x0, tx0}, par le lemme 4.6 on a U × 0 ⊂ Gr(y) + Gr(x0) + Gr(tx0). Donc
en particulier β 6≡ 0 sur Gr(y) pour tout y ∈ A ∩ sA. Donc pour tout f ∈ R(A) on a
[fβ = 0] ⇔ [f(Gr(A ∩ sA)) = 0]. Ainsi la multiplication par β dé�nit un isomorphisme de
R(A ∩ sA)[−2] dans R(A)β. (On vient de montrer l'injectivité, la linéarité et la surjectivité
sont évidentes.)
Mais l'image de Rs ⊗ R dans R(A ∩ sA) est précisément les (s × id)-invariants, c'est-à-dire
R(A ∩ sA)+ . De plus l'image de Rs ⊗R dans R(A) est M .
On en conclut que M ∼= R(A ∩ sA)+[−2].

2)
Le (Rs ⊗ R)-sous-module engendré par 1 dans R(A ∪ sA) est clairement R(A ∪ sA)+, et par
dé�nition le (Rs ⊗R)-sous-module engendré par 1 dans R(A) est N .

Montrons que
R(A ∪ sA)+ → R(A)

f 7→ f|Gr(A)
est une injection, (c'est clairement linéaire).

Soit f ∈ R(A∪sA)+ tel que f|Gr(A) = 0. On a f◦(s×id) = f . Donc f(Gr(sA)) = f(Gr(A)), ainsi
f|Gr(sA) = 0. D'où f(Gr(A ∪ sA)) = 0, c'est-à-dire f = 0. On en déduit que N ∼= R(A ∪ sA)+
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3)
On montre d'abord que R(A) = M +N .
Soit α une équation de l'hyperplan V s. Alors on a R = Rs ⊕ αRs.
Donc R ⊗ R est engendré comme (Rs ⊗ R)-module par 1 ⊗ 1 et α ⊗ 1. D'où R ⊗ R est aussi
engendré par 1⊗ 1 et n'importe quel élément δ ∈ V ∗× V ∗ qui n'est pas s× id invariant. Notre
β convient.
En e�et si β était s ⊗ id invariant alors comme β s'annule sur Gr(x) il s'annulera aussi sur
Gr(sx). Donc sur Gr(x) + Gr(sx) + Gr(tx). Comme x, sx, tx sont trois éléments distincts
deux à deux n'ayant pas tous leur longueur de même parité on a par le lemme 4.6 que
U×0 ⊂ Gr(x)+Gr(sx)+Gr(tx). Donc β = 0 sur U×0 ce qui est absurde. Ainsi R(A) ⊂M+N
donc R(A) = M +N .

Montrons maintenant que M ∩N = {0}.
On a pour tout y ∈ A∩sA et pour tout f ∈ N, f|Gr(y,sy) est invariant par s×id. Il su�t donc de
montrer que pour tout g ∈M on a [g|Gr(y,sy) est invariant par s× id ]⇔ [g|Gr(y,sy) = 0]. Il su�t
donc de montrer que β|Gr(y,sy) n'est pas invariante par s⊗ id car β engendre le Rs ⊗R-module
M . De plus comme Gr(y, sy) ⊂ Gr(y) +Gr(sy) il su�t de montrer que : β|Gr(y)+Gr(sy) n'est pas
invariant par s× id.

Soit y ∈ A∩ sA. Si f ∈M est invariante par s× id sur Gr(y) +Gr(sy), alors pour tout λ ∈ V
on a f(yλ, λ) = f(syλ, λ). Donc f(yλ− syλ, 0) = 0 c'est-à-dire f((y − sy)λ, 0) = 0. On véri�e
aisément que pour tout λ ∈ V, (y−sy)λ ∈ V −s. Or dim(V −s) = 1, donc f s'annule sur V −s×0.

Ainsi par l'absurde si β est invariante par s × id sur Gr(y) + Gr(sy) alors β s'annule sur
V −s×{0}. Or β s'annule sur Gr(x) +Gr(tx) donc sur V −t×{0}. Or on a V −s×{0} ⊂ U ×{0}
et V −t × {0} ⊂ U × {0}. Comme V −s 6= V −t et qu'ils sont tous les deux de dimension 1, on a
V −s + V −t = U .
Ainsi β s'annule sur U × 0, ce qui est absurde.

Théorème 4.8. Soit (W,S), |S| = 2 un système de Coxeter, et soit V une représentation
ré�exion vecteur �dèle sur un corps in�ni.
Alors le morphisme de groupe additif :

ε :

{
H → < R >
vnHx 7→ < R(≤ x) > [n+ `(x)]

est un morphisme d'anneau

Démonstration. On a (Ts + 1) qui engendre H en tant que Z[v, v−1]-algèbre et (
∑
y≤x

Ty)x) qui

engendre H en tant que Z[v, v−1] module.
Ainsi il su�t de montrer que à x �xé,
ε((Ts+1)

∑
y≤x

Ty) = ε(Ts+1)⊗Rε(
∑
y≤x

Ty) (=< R⊗RsR > ⊗R < R(A) >'< R⊗RsR(A)) >

On pose A = {y ∈ W | y ≤ x}
Par le lemme 4.2 on a (Ts + 1)

∑
y∈A

Ty =
∑

y∈A∪sA
Ty + v−2

∑
y∈A∩sA

Ty.

D'où :
ε((Ts + 1) ∗

∑
y≤x

Ty) = ε(
∑

y∈A∪sA
Ty)⊕ ε(v−2

∑
y∈A∩sA

Ty) =< R(A ∪ sA) > ⊕ < R(A ∩ sA)[−2] >
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Ainsi cela revient à montrer l'isomorphisme de bimodule graduée suivant :

R(A ∪ sA)⊕R(A ∩ sA)[−2] ' R⊗Rs R(A)

Nous allons le faire en trois cas. Si A = {e} alors l'isomorphisme a montré est R(1, s) ' R⊗RsR.
Il a été montré dans le lemme 2.6.
Pour le cas A = sA on a avec le lemme 4.4 que R ⊗Rs R(A) ∼= R(A) ⊕ R(A)[−2]. Ce qui est
exactement l'isomorphisme recherché.
Maintenant si A = {y ∈ W | y ≤ x}, x 6= e, sx > x}. On se retrouve donc dans les suppositions
des lemmes 4.6 et 4.7. On obtient alors que R⊗RsR(A) ' R⊗RsR(A∩sA)+[−2]⊕R⊗RsR(A∪
sA)+. Or A ∩ sA = s(A ∩ sA) et A ∪ sA = s(A ∪ sA) Donc on peux utiliser le cas précédent
pour ceux là et on obtient bien : R⊗Rs R(A) ∼= R(A ∩ sA)[−2]⊕R(A ∪ sA).
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5 Passage aux systèmes de Coxeter

On considère maintenant (W,S) un système de Coxeter avec |S| < +∞.

5.1 Existence d'une représentation ré�exion �dèle

Proposition 5.1. Soit V un k-espace vectoriel de dimension �nie. On considère f1, . . . ., fr ∈

V ∗ qui sont linéairement indépendant et on poseK =
⋂
Ker(fi). Alors les fi =

(V�K) → k
[λ] 7→ fi(λ)

sont bien dé�nis et forment une base de (V�K)∗.

Démonstration. Les fi sont bien dé�nis par la dé�nition de K. En e�et soient λ, µ ∈ V tels
que [λ] = [µ]. Alors il existe x ∈ K tel que λ = µ + x. Ainsi fi([λ]) = fi(λ) = fi(λ) + fi(x) =
fi(λ+ x) = fi(µ) = fi([µ]).

Montrons tout d'abord que les fi forment une famille libre. Soient ai ∈ k tels que
∑
i

aifi = 0.

Par dé�nition on a pour tout v ∈ V fi(v) = fi([v]). Ainsi on a
∑
i

aifi = 0. Par la liberté des fi

on obtient que pour tout i, ai = 0. On obtient donc la liberté des fi

Montrons maintenant que c'est une famille génératrice. On note π la projection de V sur
V�K. Soit φ ∈ (V�K)∗. On pose φ ∈ V ∗ telle que φ = φ ◦ π. On a φ(K) = 0, donc
K ⊂ Ker(φ). Montrons que φ ∈ V ect((fi)i=1....r).
On complète les fi en une base B de V ∗, B = (f1, . . . ., fr, gr+1, . . . ., gn).
On note (e1, . . . ., er, br+1, . . . . . . . ., bn) la base pré-duale.

On écrit x dans la base pré-duale, x =
r∑
i=1

xiei +
n∑

i=r+1

xibi

On a x ∈ K ⇔ ∀i ∈ [|1, r|], fi(x) = 0⇔ ∀i ∈ [|1, r|], xi = 0⇔ x ∈ V ect((bi)i=r+1....n).

D'où K = V ect((bi)i=r+1....n). On écrit φ dans la base, φ =
r∑
i=1

uifi +
n∑

i=r+1

uigi. Comme K ⊂

Ker(φ), on a pour tout i ∈ [|r + 1, n|], φ(bi) = ui = 0. Ainsi on a φ ∈ V ect((fi)i=1....r). On

a pour tout [v] ∈ V�K, φ([v]) = φ ◦ π(v) =
r∑
i=1

uifi(v) =
r∑
i=1

uifi([v]). Ainsi φ =
r∑
i=1

uifi ∈

V ect((fi)i=1....r).

Théorème 5.2. Soit (W,S) un système de Coxeter. Soit V un R espace vectoriel de dimension
�nie. Soient (es)s∈S des vecteurs linéaires indépendants et (fs)s∈S des formes linéaires sur V
linéairement indépendantes tels que :

< es, ft >= −2 cos(
π

ms,t

) ∀s, t ∈ S

On suppose que la dimension de V est la plus petite possible. On dé�ni ρ : W → GL(V ) comme
ρ(s)(v) = v − < v, fs > es.
Alors ρ est une représentation ré�exion �dèle de W .

Démonstration.
On montre d'abord que c'est une représentation.
Comme les relations s2 = 1 sont claires, il su�t de montrer que les relations de tresses sont
véri�ées :
Soient s, t ∈ S, v ∈ V . On a ρ(st)(v) = ρ(s)(ρ(t)(v)) = ρ(t)(v)− < ρ(t)(v), fs > es
= v− < v, ft > et− < v− < v, ft > et, fs > es
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= v− < v, ft > et− < v, fs > es+ < v, ft >< et, fs > es
En l'appliquant à v = es et v = et on obtient :

ρ(st)(es) = es + 2 cos(
π

ms,t

)et − 2es + 4 cos2(
π

ms,t

)es = 2 cos(
π

ms,t

)et + (4 cos2(
π

ms,t

)− 1)es

ρ(st)(et) = et − 2et + 2 cos(
π

ms,t

)es − 4 cos(
π

ms,t

)es = −et − 2 cos(
π

ms,t

)es

On retrouve bien les mêmes équations que dans la représentation naturelle des systèmes de
Coxeter fait dans le lemme 1.5.

Montrons maintenant que cette représentation est �dèle.
On pose E =< {es}s∈S >. Il est clair que E est stable sous l'action de ρ. Ainsi les calculs précé-
dents sont toujours valables et on en déduit que E est une sous-représentation de W isomorphe
à la représentation naturelle qui est �dèle.

On montre maintenant que cette représentation est de ré�exion.
On note K =

⋂
s∈S

Ker(fs). On a W qui agit trivialement sur K.

Montrons que l'action contragrédiente de ρ induite sur (V�K)∗ est aussi isomorphe à la re-
présentation naturelle. On notera π la projection associée. Par la proposition 5.1 on a que
(V�K)∗ =< (fs)s∈S >.
Pour montrer que cette représentation est isomorphe à la représentation naturelle on montrera
juste que la représentation est de la même forme que la précédente :
Soient s ∈ S, α ∈ (V�K)∗, v ∈ V�K
On a ρ∗(s)(α)(v) = α(sv) = α(v− < v, fs > es)
= (< v, α > − < v, fs >< es, α >) = (α− < es, α > fs)(v)
D'où ρ∗(s)(α) = α− < es, α > fs. On retrouve alors la même dé�nition que la représentation ρ
où es et fs ont changé de place. Un calcul similaire donnerait les relations trouvées précédem-
ment et donc les relations de tresses sont véri�ées pour cette application. Les relations s2 = 1
sont toujours claires. De plus le cardinal de E correspond au cardinal de S. On en déduit que
cette représentation est isomorphe à la représentation naturelle qui est �dèle par le théorème
1.8.
Ainsi on en déduit que V�K est isomorphe à la représentation contragrédiente E∗ et est donc
�dèle.

Par l'hypothèse sur la minimalité de la dimension de V on a une �ltration de représenta-
tion : 0 ⊂ K ⊂ E ⊂ V . Pour K ⊂ E, on le montre par l'absurde. Supposons K 6⊂ E. lors il
existe x0 ∈ K tel que x0 /∈ E. On complète x0 en une base de V : (x0, a1, . . . ., an). On note
V2 = V ect(a1, . . . ., an) ; On a bien E ∈ V2 et les relations sont toujours vraies dans V2. Cela est
absurde avec la minimalité de la dimension de V .

On a alors que (es, et) =
1

2
< es, ft > est une forme invariante symétrique sur E et une

forme invariante symétrique non dégénérée sur E�K. En e�et c'est exactement celle utilisée
dans le lemme 1.5.
Soit x ∈ W tel que l'ensemble de ses points �xes V x ⊂ V est un hyperplan. Montrons que
x ∈ T . On a forcément x 6= eW car les points �xes de eW est l'espace tout entier et non un
hyperplan.
Soit X ∈ End(V ) qui correspond à l'image de x. Puisque x est un produit de ré�exions alors
le déterminant de X est soit 1 soit −1.

Supposons det(X) = 1 et trouvons une absurdité.
Soit Rc un complémentaire de V x. On note alors l'image de c X(c) = v0 + λc avec v0 ∈ V x et
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λ ∈ R. Comme V x est stable par X et que det(X) = 1 alors on a que la composante sur Rc de
l'image de c est 1. D'oùX(c) = v0+c. Ainsi pour tout v ∈ V x, α ∈ R, X(v+αc) = v+αv0+αc.
On peut choisir c dans E. En e�et, par l'absurde si E ⊂ V x, alors X|E = idE. Or on a aussi
idV|E = idE. Comme le groupe agit �dèlement sur E on a x = eW , ce qui est absurde.
On en déduit que v0 ∈ E car v0 = X(c)− c, c,X(c) ∈ E et E est un espace vectoriel.
On montre aussi que v0 /∈ K. En e�et, par l'absurde si v0 ∈ K alors on a X(v + αc) = v + αc
dans V�K. Ainsi on a que l'action de x est la même que celle de eW . Or le groupe agit �dèle-
ment sur V�K on a donc x = ew, ce qui est absurde.
Par invariance sur E on a (v + αc, v + αc) = (v + αv0 + αc, v + αv0 + αc).
Ainsi 2α(v, v0) + α2(2(c, v0) + (v0, v0)) = 0.
Or ceci est vrai pour tous v ∈ E, α ∈ R. On en déduit donc que pour tout v ∈ E, (v, v0) = 0
donc v0 ∈ K, ce qui est absurde.

On en déduit que det(X) = −1. On a donc que x agit comme ré�exion sur V et sur V�K.
On considère le cône de Tits associé à W . On a que W agit transitivement sur les chambres du
cône, par dé�nition, mais aussi �dèlement par le lemme 1.7 qui nous dit que pour tout w ∈ W
on a wC ∩ C = ∅.
Ainsi les points �xes de x ne peuvent rencontrer aucune chambres car sinon x = eW .
Soit C la chambre fondamentale. On a C et xC qui sont séparés par un nombre �ni d'hyper-
plans V z avec z ∈ T
Or un certain espace ouvert non vide de l'hyperplan de x consiste en des points sur des segments

joignant C et xC (en regardant l'image par C de la projection
id+ x

2
)

Or puisque ce sont des points �xes cette partie se doit d'être recouverte par l'ensemble �ni des
hyperplans V z précédents. Or ceci n'est possible que si l'hyperplan de x coïncide avec l'hyper-
plan d'un z ∈ T .
Si x 6= z alors on peux recommencer la discussion avec zx qui est de determinant 1 ce qui est
absurde.
Donc x = z ∈ T .

5.2 Théorème fondamentale de Soergel

Théorème 5.3. Soit V une représentation ré�exion vecteur �dèle du système de Coxeter (W,S)
sur un corps in�ni. Soit H l'algèbre de Hecke et R l'anneau des fonctions polynomiales sur V .
Il existe un unique morphisme d'anneau

ε : H → < R >

tel que ε(v) =< R[1] > et ε(Ts + 1) =< R⊗Rs R > pour tout s ∈ S.

Démonstration.
Pour l'unicité, il su�t de remarquer que l'algèbre de Hecke est aussi engendrée par les (Ts+1)s∈S
par le lemme 3.2 en tant que Z[v, v−1]-algèbre.
Pour l'existence, il su�t de le prouver pour un groupe diédral car l'algèbre de Hecke n'est décrit
qu'avec des relations impliquant deux générateurs. Avec le théorème 4.8 nous avons dans le cas
des groupes diédraux exhibé une telle application.

ε :
H → < R >
vnHx 7→ < R(≤ x) > [n+ `(x)]

Le théorème nous dit que c'est un morphisme d'anneau. De plus on a ε(v) = ε(vHe =< R[1] >
et avec le lemme 2.6 on obtient ε(Ts + 1) = ε(v−1Hs) =< R(1, s) >=< R⊗Rs R >.
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Conclusion

Pour poursuivre on pourrait prouver que le morphisme ε est en fait un isomorphisme d'an-
neau puis discuter sur la conjecture de Soergel suivante.

Théorème. Pour tout x ∈ W , il existe un R-bimodule indécomposable Z-graduée Bx ∈ R tel
que ε(Hx) =< Bx >.
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